An exact stochastic mean-field approach to the fermionic many-body
  problem by Juillet, O. et al.
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A b s t r a c t  :
W e  i n v e s t i g a t e  a  r e f o r m u l a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c s  o f  i n t e r a c t i n g  f e r m i o n  s y s t e m s  i n
t e r m s  o f  a  s t o c h a s t i c  e x t e n s i o n  o f  T i m e  D e p e n d e n t  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s .  T h e  n o i s e  i s
f o u n d  f r o m  a  p a t h - i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  e v o l u t i o n  o p e r a t o r  a n d  a l l o w s  t o  i n t e r p r e t  t h e
e x a c t  N - b o d y  s t a t e  a s  a  c o h e r e n t  a v e r a g e  o v e r  S l a t e r  d e t e r m i n a n t s  e v o l v i n g  u n d e r  t h e  r a n d o m
m e a n - f i e d .  T h e  f u l l  d e n s i t y  o p e r a t o r  a n d  t h e  e x p e c t a t i o n  v a l u e  o f  a n y  o b s e r v a b l e  a r e  t h e n
r e c o n s t r u c t e d  u s i n g  p a i r s  o f  s t o c h a s t i c  u n c o r r e l a t e d  w a v e  f u n c t i o n s .  T h e  i m a g i n a r y  t i m e
p r o p a g a t i o n  i s  a l s o  p r e s e n t e d  a n d  g i v e s  a  s i m i l a r  s t o c h a s t i c  o n e - b o d y  s c h e m e  w h i c h
c o n v e r g e s  t o  t h e  e x a c t  g r o u n d  s t a t e  w i t h o u t  d e v e l o p i n g  a  s i g n  p r o b l e m .  I n  a d d i t i o n ,  t h e
g r o w t h  o f  s t a t i s t i c a l  e r r o r s  i s  e x a m i n e d  t o  s h o w  t h a t  t h e  s t o c h a s t i c  f o r m u l a t i o n  n e v e r  e x p l o d e
i n  a  f i n i t e  d i m e n s i o n a l  o n e - b o d y  s p a c e .  F i n a l l y ,  w e  c o n s i d e r  i n i t i a l l y  c o r r e l a t e d  s y s t e m s  a n d
p r e s e n t  s o m e  n u m e r i c a l  i m p l e m e n t a t i o n s  i n  e x a c t l y  s o l u b l e  m o d e l s  t o  a n a l y s e  t h e  p r e c i s i o n
a n d  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  a p p r o a c h  i n  p r a c t i c a l  c a s e s .
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I  -  I n t r o d u c t i o n
E v e n  w i t h  p r e s e n t - d a y  c o m p u t i n g  f a c i l i t i e s ,  t h e  t h e o r e t i c a l  s t u d y  o f  t h e  s t r u c t u r e  a n d
t h e  d y n a m i c s  o f  m a n y - f e r m i o n  s y s t e m s ,  l i k e  n u c l e i ,  a t o m i c  c l u s t e r s  o r  q u a n t u m  d o t s ,  r e m a i n s
a  f o r m i d a b l e  t a s k  w h i c h  r e q u i r e s  a p p r o x i m a t i o n s  t o  s t e p  d o w n  t o  f e a s i b i l i t y .  I n  s u c h  a  c o n t e x t ,
H a r t r e e - F o c k  ( H F )  t h e o r y  [ 1 ]  i s  u s u a l l y  c o n s i d e r e d  a s  t h e  b a s i c  t o o l .  T h e  c o m p l e x  m a n y - b o d y
p r o b l e m  i s  t h e n  r e d u c e d  t o  a n  e f f e c t i v e  s i n g l e - p a r t i c l e  d e s c r i p t i o n  i n  w h i c h  t h e  i n t e r a c t i o n  i s
c o m m u n i c a t e d  t h r o u g h  a  c o m m o n  a n d  s e l f  c o n s i s t e n t  m e a n - f i e l d .  I n  n u c l e a r  p h y s i c s ,  s t a t i c
H F  c a l c u l a t i o n s  p r o v i d e  a  v e r y  g o o d  s t a r t i n g  p o i n t  t o  i n v e s t i g a t e  m a n y  p r o p e r t i e s  o f  t h e
g r o u n d  s t a t e  [ 2 ] .  T h e  t i m e - d e p e n d e n t  m o d e l  ( T D H F )  i s  a l s o  s u c c e s s f u l  a t  l o w  e n e r g y  i n
h e a v y - i o n  r e a c t i o n s  [ 2 ]  a n d  f o r  t h e  n o n l i n e a r  e l e c t r o n  d y n a m i c s  i n  m e t a l  c l u s t e r s  [ 3 ] .
N e v e r t h e l e s s ,  t h e  H F  d e s c r i p t i o n  o n l y  t r e a t s  i n  a v e r a g e  t h e  t w o - b o d y  p o t e n t i a l  a n d
t h u s  n e e d s  t o  b e  i m p r o v e d  f o r  s t r o n g l y  c o r r e l a t e d  s y s t e m s  w h e r e  t h e  r e s i d u a l  i n t e r a c t i o n  c a n
g e n e r a t e  c o h e r e n t  s u p e r p o s i t i o n s  o f  m a n y  m e a n - f i e l d s  a n d  g i v e s  r i s e  t o  c o l l i s i o n - t y p e
p r o c e s s e s  i n  t h e  d y n a m i c a l  e v o l u t i o n .  I n  c o n s e q u e n c e ,  v a r i o u s  s c h e m e s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d
t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  b e y o n d  t h e  H F  a p p r o x i m a t i o n .  F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e
c o n d e n s e d  m a t t e r  p r o b l e m  a n d  i n  n u c l e a r  s p e c t r o s c o p y ,  r e c e n t  d e v e l o p m e n t s  m a k e  u s e  o f  a
p a t h  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  B o l t z m a n n  o p e r a t o r  t o  s e l e c t ,  i n  a  s t o c h a s t i c  w a y ,  m e a n -
f i e l d s  d o m i n a t i n g  t h e  s t r u c t u r e  o f  l o w - l y i n g  s t a t e s  [ 4 , 5 ] .  C o n c e r n i n g  d y n a m i c a l  p r o b l e m s ,
e x t e n s i o n s  o f  T D H F  a r e  a l s o  p o s s i b l e  b y  a d d i n g  a  B o l t z m a n n - l i k e  c o l l i s i o n  t e r m  d e d u c e d
f r o m  a n  a p p r o p r i a t e  t r u n c a t i o n  i n  t h e  h i e r a r c h y  o f  e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  t h e  t i m e - e v o l u t i o n  o f
r e d u c e d  d e n s i t y - m a t r i x  [ 6 ] .  H o w e v e r ,  r e a l i s t i c  a p p l i c a t i o n s  o f  s u c h  a  q u a n t u m  t r a n s p o r t
t h e o r y  r e m a i n  d i f f i c u l t  d u e  t o  t h e  l a r g e  n u m b e r  o f  r a r e l y  o c c u p i e d  o r b i t a l s  n e e d e d  i n  t h e
s i m u l a t i o n  [ 7 ] .  M o s t  o f  c o l l i s i o n a l  m e a n - f i e l d  c a l c u l a t i o n s  h a v e  t h u s  b e e n  c a r r i e d  o u t  i n  t h e
-  3  -
s e m i - c l a s s i c a l  l i m i t  v i a  a n  i n t e g r o - d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  o n e - b o d y  p h a s e  s p a c e
d i s t r i b u t i o n ,  k n o w n  a s  t h e  B o l t z m a n n  ( o r  V l a s o v ) - Ü h l i n g - U h l e n b e c k  ( B U U  o r  V U U )  m o d e l
[ 8 ] .  I n  n u c l e a r  p h y s i c s  a s  i n  t h e  c o n t e x t  o f  m e t a l  c l u s t e r s ,  m a n y  i n t e r e s t i n g  s t u d i e s  o f  m e d i u m -
e n e r g y  p r o c e s s e s  h a v e  b e e n  d o n e  w i t h  s u c h  a  t r a n s p o r t  e q u a t i o n  c o n c e r n i n g ,  f o r  e x a m p l e ,
t h e r m a l i z a t i o n  i n d u c e d  b y  b i n a r y  c o l l i s i o n s  [ 9 ]  o r  e n e r g y  t r a n f e r s  [ 1 0 ] .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e
i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  P a u l i  b l o c k e d  c o l l i s i o n  t e r m  b e c o m e s  i n s u f f i c i e n t  w h e n  f l u c t u a t i o n s  a r e
c r u c i a l  s u c h  a s  i n  t h e  f o r m a t i o n  o f  i n t e r m e d i a t e  m a s s  f r a g m e n t s  i n  h e a v y - i o n  r e a c t i o n s  [ 1 1 ] .
T o  i n v e s t i g a t e  t h e s e  s i t u a t i o n s ,  t h e  B U U  s c h e m e  c a n  b e  i m p r o v e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  a  s t o c h a s t i c
f o r c e ,  l e a d i n g  t o  t h e  B o l t z m a n n - L a n g e v i n  e q u a t i o n  ( B L E )  [ 1 2 ]  w h i c h  h a s  g i v e n  v e r y
p r o m i s i n g  r e s u l t s  i n  t h e  s t u d y  o f  a  p o s s i b l e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  m u l t i f r a g m e n t a t i o n
p h e n o m e n a  a n d  t h e  s p i n o d a l  d e c o m p o s i t i o n  o f  n u c l e a r  m a t t e r  [ 1 3 ] .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  B L E
m o d e l  c a n  b e  d e r i v e d  i n  t h e  c o n t e x t  o f  v a r i o u s  q u a n t a l  f r a m e w o r k s  [ 1 4 ]  a n d  i n  p a r t i c u l a r  f r o m
a  s t o c h a s t i c  t i m e - d e p e n d e n t  H a r t r e e  F o c k  t h e o r y  [ 1 5 ] .  A f t e r  a  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  t i m e  i n t e r v a l ,
t h i s  a p p r o a c h  a s s u m e s  t h a t  t h e  f u l l  d e n s i t y  c a n  b e  r e d u c e d  t o  a  s t a t i s t i c a l  m i x i n g  o f  S l a t e r
d e t e r m i n a n t s  m o v i n g  i n  t h e i r  o w n  m e a n - f i e l d ,  e a c h  o f  t h e m  h a v i n g  a  p r o b a b i l i t y  g i v e n  b y  t h e
r e s i d u a l  i n t e r a c t i o n  v i a  F e r m i ’ s  G o l d e n  r u l e .  S u c h  a  s c h e m e  h a s  o n l y  b e e n  a p p l i e d  i n  a  B U U -
t y p e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  j u m p s  b e t w e e n  T D H F  t r a j e c t o r i e s  [ 1 6 ]  a n d  i t s  v a l i d i t y  r e m a i n s  t o  b e
s h o w n  i n  p r a c t i c a l  c a s e s .
T h e  a i m  o f  t h i s  L e t t e r  i s  t o  p r e s e n t  a  n e w  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  m a n y - f e r m i o n  p r o b l e m  i n
t e r m s  o f  m e a n - f i e l d  e q u a t i o n s  w i t h  a  1  p a r t i c l e  -  1  h o l e  ( 1 p - 1 h )  g a u s s i a n  w h i t e  n o i s e .  T h e
s t o c h a s t i c  o n e - b o d y  p r o c e s s  t h u s  c o n s t r u c t e d  w i l l  h a v e  a n  a v e r a g e  i d e n t i c a l  t o  t h e  e x a c t
s o l u t i o n  a n d  c a n  b e  u s e d  f o r  s p e c t r o s c o p i c  o r  d y n a m i c a l  s t u d i e s  a s  i l l u s t r a t e d  i n  e x a c t l y
s o l u b l e  m o d e l s .  S t a t i s t i c a l  e r r o r s  a r e  m o r e o v e r  a n a l y t i c a l l y  c a l c u l a t e d  t o  s h o w  t h e  s t a b i l i t y  o f
t h e  p r o p o s e d  s c h e m e .
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I I -  F r o m  t h e  m a n y - b o d y  p r o b l e m  t o  a n  e x a c t  s t o c h a s t i c  m e a n - f i e l d  f o r m u l a t i o n
T o  b e g i n ,  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  b u i l d i n g  o f  c o r r e l a t i o n s  o n  a  S l a t e r  s t a t e  Ψ  d u r i n g  a
s m a l l  t i m e - s t e p  ∆ t   a n d  u n d e r  a  g e n e r a l  H a m i l t o n i a n  
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˜α  t h e  b i o r t h o g o n a l  h o l e  b a s i s  w h i c h  s a t i s f i e s
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=  a n d  t h a t  h a v e  b e e n  i n t r o d u c e d  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  a  p o s s i b l e  n o n -
o r t h o g o n a l i t y  o f  t h e  o c c u p i e d  s t a t e s  i n  t h e  c o n s i d e r e d  S l a t e r  d e t e r m i n a n t  Ψ .  I n  a d d i t i o n ,  t h e
c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  e x p a n s i o n  ( 1 )  a r e  g i v e n  b y  :
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F u r t h e r m o r e ,  g i v e n  a n y  t w o - b o d y  i n t e r a c t i o n ,  i t  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  t o  f i n d  o n e  b o d y  o p e r a t o r s
Q
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T h e  d y n a m i c s  c a n  t h e n  b e  l i n e a r i z e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  a  H u b b a r d - S t r a t o n o v i t c h  t r a n s f o r m a t i o n
[ 1 7 ]  a l l o w i n g  t o  i n t e r p r e t  e a c h  e v o l u t i o n  u n d e r  t h e  s q u a r e  o f  a  1 p - 1 h  o p e r a t o r  a s  a n  i n f i n i t e
s u p e r p o s i t i o n  o f  o n e - b o d y  e v o l u t i o n s ,  e a c h  o f  t h e m  i n  a  f l u c t u a t i n g  a u x i l l i a r y  f i e l d  
σ
d i s t r i b u t e d  o n  a  G a u s s i a n  w e i g h t .  T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  i s  i n  f a c t  c u r r e n t l y  u s e d  i n  M o n t e - C a r l o
c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  s t a t e  o f  i n t e r a c t i n g - f e r m i o n s  s y s t e m s  a t  f i n i t e  t e m p e r a t u r e  [ 4 ] .
H o w e v e r  i t s  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  t o  r e a l  t i m e  p r o b l e m s  l e a d s  t o  a  c o m p l e x  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e
v a r i a b l e s  
σ
 [ 1 8 ]  a n d  w e  s u g g e s t  t o  u s e  a s  a n  a l t e r n a t i v e  t h e  f o l l o w i n g  i d e n t i t y  :
E x p i x O d E x p E x p i s i g n x x O         
2
2
1
2 2
1
( )
= −






+
( )
( )
[ ]
− ∞
+ ∞
∫pi
σ
σ
σ
 ( 5 )
w h e r e  
x
 i s  r e a l  a n d  O  a n  o p e r a t o r .  D e f i n i n g  t h e  v e c t o r  
  
r
σ  o f  a l l  t h e  f i e l d s  σ σ
X P
s s
,
( )
 t h a t  a r e
i n t r o d u c e d  b y  t h e  p a t h - i n t e g r a l  ( 5 )  t o  l i n e a r i z e  t h e  e v o l u t i o n  ( 4 ) ,  a n d  i n t r o d u c i n g  t h e
s h o r t h a n d  n o t a t i o n  
  
d G
d d
E x p
X P
s
X P
s s s s
r r
σ σ
σ σ
pi
σ σ
 
( )
= −
+





∏
2 2
2 2
,  w e  f i n a l l y  o b t a i n   :
  
U t E x p
t
i
H d G E x p Z a a∆ Ψ
∆
∆ Ψ
( )
=




( ) ( )






( ) +
∫
∑∑
        
h
r r r
0
1 1
11
1
1
σ σ σα α
αα
α α˜
( 6 )
w h e r e
  
∆
∆
∆Z
t
i
H
i s i g n
t O
s
O X Ps
s O s
s s s
s
α α α ασ
ω
ω σ α α
1 1 1 1
1
1 1
1
2
r
h
( )
= +
+
( )
( )
=
∑∑
 
   
,
( 7 )
-  6  -
B u t ,  a c c o r d i n g  t o  T h o u l e s s ‘ s  t h e o r e m  [ 1 ] ,  t h e  e v o l u t i o n  o f  t h e  S l a t e r  d e t e r m i n a n t  Ψ  u n d e r
a n y  o f  t h e  f l u c t u a t i n g  1 p - 1 h  H a m i l t o n i a n s  o f  t h e  a u x i l i a r y  f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  ( 6 )  g i v e s  a
n e i g h b o r i n g  p u r e  i n d e p e n d e n t - p a r t i c l e  v e c t o r  w h o s e  h o l e  s t a t e s  a r e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e
i n i t i a l  p a r t i c l e  a n d  h o l e  o r b i t a l s .  T o  f i r s t - o r d e r  i n  ∆ t ,  t h e  c o r r e l a t e d  w a v e  f u n c t i o n  ( 6 )  c a n  t h u s
b e  b r o u g h t ,  w i t h  t h e  h e l p  o f  ( 2 . a )  a n d  ( 2 . b ) ,  i n  t h e  f o r m  :
  
U t d G a∆ Ψ
∆
( )
=
( )
∫
∏
+
( )
+
    
r r
rσ σ
α α σ
α
( 8 )
w i t h
  
∆ ∆ ∆α σ α α σα α
α
α α
α
1 2 1
2 1
2
1 1
1
r r
( )
= +
( )
∑ ∑
    Y Z ,  ( 9 )
t h e  d e t e r m i n i s t i c  c o n t r i b u t i o n  ∆ Y  b e i n g  d e f i n e d  b y  :
  
∆
∆
Y
t
i
i T j i j V k l
i j i j k l
i j k li j
α α
α
α α α α α α
1 2
1 2 1 3 2 3
1
2
= +








∑∑∑
h
˜ ˜ ˜
       
3
( 1 0 )
T o g e t h e r  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n  ( 7 )  o f  t h e  
  
r
σ – d e p e n d e n t  e l e m e n t  ∆ Z ,  a n d  a f t e r  s o m e  a l g e b r a i c
m a n i p u l a t i o n s ,  t h e  v a r i a t i o n  ( 9 )  o f  t h e  h o l e s  s t a t e s  c a n  i n  f a c t  a l s o  b e  w r i t t e n  a s  :
  
   
 
    
s
∆ ∆ ∆α σ ρ ρ ρ α ω σ ω ρ αr
h
( )
= +
( )
−
( )






+
+
( )
−
( )
=
∑∑
1 1
2
1
2
1
i
T V V t
i s i g n
t O
s
O
O X Ps
s
s
s s s
,
( 1 1 )
w h e r e  ρ α α
α
=
∑
 
˜
 i s  t h e  o n e - b o d y  d e n s i t y  a n d  V ρ
( )
 t h e  m e a n - f i e l d  p o t e n t i a l  w i t h  m a t r i x
e l e m e n t s  i V j V
i k j l l k
k l
   ρ ρ
( )
=
∑
.  I n  t h e  e n d ,  t h e  f u l l  d y n a m i c s  o f  a n  u n c o r r e l a t e d  s t a t e  Ψ ,
d u r i n g  a  s m a l l  t i m e - s t e p  ∆ t   u n d e r  a  o n e  a n d  t w o - b o d y  H a m i l t o n i a n ,  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s
t h e  c o h e r e n t  a v e r a g e  o f  S l a t e r  d e t e r m i n a n t s  t h a t  h a v e  e v o l v e d  w i t h  a  m e a n - f i e l d  H a m i l t o n i a n
s u p p l e m e n t e d  w i t h  a  f l u c t u a t i n g  1 p - 1 h  p o t e n t i a l .  T h i s  n o i s e ,  w h i c h  c o m e s  f r o m  t h e  2 p - 2 h
r e s i d u a l  i n t e r a c t i o n ,  i s  i n  a d d i t i o n  n o n - h e r m i t i a n  a n d  d e p e n d s  l i n e a r l y  o n  e x t e r n a l  n u m b e r -
f i e l d s ,  e a c h  d i s t r i b u t e d  o n  a  u n i t  g a u s s i a n  w e i g h t .  W e  a l s o  e m p h a s i z e  t h a t  t h e  d e t e r m i n i s t i c
p a r t  d i f f e r s  f r o m  t h e  s t a n d a r d  H a r t r e e - F o c k  a p p r o a c h  b y  i n c l u d i n g  t h e  t e r m  −
( )
1
2
ρ ρV  w h i c h
-  7  -
i n  f a c t  a r i s e s  n a t u r a l l y  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  d i f f e r e n c e  b e w e e n  t h e  t o t a l  m e a n - f i e l d  e n e r g y
a n d  t h e  s u m  o f  t h e  H F  e i g e n v a l u e s  [ 2 ] .  L a s t  b u t  b y  n o  m e a n s  l e a s t ,  t h e  f o r m u l a t i o n  ( 8 ) - ( 1 1 )  o f
t h e  d y n a m i c s  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  m a n y  t i m e - s t e p s  l e a d i n g  t o  a  w a v e  f u n c t i o n  a t  a n y  t i m e
t N t=  ∆  t h a t  i s  a l w a y s  t h e  e x p e c t a t i o n  o f  r a n d o m  S l a t e r  d e t e r m i n a n t s .  T h e  F e r m i  s e a
a s s o c i a t e d  t o  t h e s e  s t a t e s  i s  t h e n  e v a l u a t e d  b y  a  r e c u r s i v e  a p p l i c a t i o n  o f  ( 1 1 )  w i t h  a  d i f f e r e n t
s t o c h a s t i c  v e c t o r  f i e l d  
  
r
σ  a t  e a c h  i t e r a t i o n .  S u c h  a n  a l g o r i t h m  c o r r e s p o n d s  i n  f a c t  t o  t h e
d i s c r e t i z e d  r e a l i z a t i o n  o f  a  M a r k o v i a n  L a n g e v i n  e q u a t i o n  i n  t h e  o n e - b o d y  H i l b e r t  s p a c e  i n
a c c o r d a n c e  t o  t h e  s t r o n g  E u l e r  s c h e m e  [ 1 9 ] .  I n  c o n s e q u e n c e ,  g o i n g  t o  t h e  c o n t i n u o u s  l i m i t
∆ t → 0 ,  a n d  d e n o t i n g  b y  
  
E  L
( )
 t h e  e x p e c t a t i o n  o f  a  r a n d o m  f u n c t i o n a l ,  w e  c a n  s t a t e  t h a t  :
U t E a
t
( )
=






( )
+
∏
  Ψ α
α
( 1 2 )
w h e r e  t h e  e v o l u t i o n  o f  t h e  h o l e  s t a t e s  α t
( )
 i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  I t ô  s t o c h a s t i c
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  [ 1 9 ]  w i t h  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  α α0
( )
= :
  
d t
i
T V t t V t t d t    α ρ ρ ρ α
( )
= +
( )
( )
−
( ) ( )
( )






( )
1 1
2h
+
+
( )
−
( )
( )
( ) ( )
=
∑∑
 
 
    
s
1
2
1
i s i g n
t O t d W t
s
O X Ps
s O
s s s
s
ω
ω ρ α
,
( 1 3 )
w h e r e  W
O
s
 r e f e r  t o  i n d e p e n d e n t  r e a l  W i e n e r  p r o c e s s e s  w i t h  v a n i s h i n g  e n e s e m b l e  a v e r a g e s  a n d
t h a t  o b e y  t o  t h e  I t ô  s t o c h a s t i c  c a l c u l u s   [ 2 0 ]  :
E d W t
O
s
 
( )
( )
= 0 ( 1 4 . a )
d W t d W t d t
O O O O
s s s s
1 2 1 2
( ) ( )
=   δ ( 1 4 . b )
I t  i s  a l s o  i m p o r t a n t  t o  s p e c i f y  t h a t  s u c h  a  f o r m u l a t i o n  p r o v i d e s  a  r e i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  e x a c t
e v o l u t i o n  o f  t h e  N - b o d y  d e n s i t y  o p e r a t o r  D t
( )
 i n  t e r m s  o f  a  m e a n  o v e r  d y a d i c s  i n  w h i c h  t h e
b r a  a n d  t h e  k e t  a r e  d i f f e r e n t  S l a t e r  d e t e r m i n a n t s  a
tα
α
( )
+
∏
,  a
tα
α
'
'
( )
+
∏
 w i t h  α t
( )
 a n d  α ' t
( )
e v o l v i n g  i n d e p e n d e n t l y  u n d e r  t h e  s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n  ( 1 2 )  :
-  8  -
D t U t U t E a a a a
t t t t
N N
( )
=
( ) ( )
=
( )
+
( )
+
( )
+
( ) ( )
     . . .    . . .   Ψ Ψ α α α α
1 1
' '
( 1 5 )
S i m i l a r l y ,  t h e  e x p e c t a t i o n  v a l u e  o f  a n y  o b s e r v a b l e  A  w i l l  b e  e x p r e s s e d  b y  :
 
A t T r D t A E a a A a a
N N
t t t t
( )
=
( )
[ ]
=
( )
( ) ( ) ( )
+
( )
+
   . . .    . . .    α α α α' '
1 1
( 1 6 )
T h e  n e c e s s a r y  u s e  o f  p a i r s  o f  s t o c h a s t i c  u n c o r r e l a t e d  w a v e  f u n c t i o n s  t o  r e c o n s t r u c t  t h e  e x a c t
f u l l  d e n s i t y  o p e r a t o r  c o n s i t u t e s  i n  f a c t  t h e  o r i g i n a l i t y  o f  t h e  p r o p o s e d  a p p r o a c h  i n  c o m p a r i s o n
w i t h  p r e v i o u s  s c h e m e s  [ 1 5 ]  w h e r e  a  q u a n t u m  i n c o h e r e n t  p r o p a g a t i o n  o f  s t a t e s  w a s  a s s u m e d .
B y  a  t o t a l l y  d i f f e r e n t  w a y  a n d  f o r  i n t e r a c t i n g  f e r m i o n s  s y s t e m s ,  w e  t h u s  e n d  u p  w i t h  t h e  s a m e
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  N - b o d y  d e n s i t y  m a t r i x  a s  t h o s e  o b t a i n e d  f o r  t h e  d y n a m i c s  o f  B o s e -
E i n s t e i n  c o n d e n s a t e s  [ 2 1 ] .
F i n a l l y ,  t h e  s t o c h a s t i c  m e a n - f i e l d  i n t e r p r e t a t i o n  ( 1 2 ) - ( 1 4 )  o f  t h e  e v o l u t i o n  p r o c e s s  c a n
b e  e x t e n d e d  t o  i m a g i n a r y  t i m e  t o  o b t a i n  t h e  g r o u n d  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m .  T h e  o n l y  m o d i f i c a t i o n
i n  t h e  p r e v i o u s  d e m o n s t r a t i o n  i s  n o w  t h e  u s e  o f  t h e  s t a n d a r d  H u b b a r d - S t r a t o n o v i t c h
t r a n s f o r m a t i o n  [ 1 7 ]  w h i c h  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  B o l t z m a n n  o p e r a t o r
w h e n  i t  a c t s  o n  a  S l a t e r  d e t e r m i n a n t  Ψ =
+
∏
aα
α
  :
E x p H E a−
( )
=






( )
+
∏
β
α β
α
  Ψ
( 1 7 )
w i t h  α α0
( )
=  a n d
d T V V d    α β ρ β ρ β ρ β α β β
( )
= +
( )
( )
−
( ) ( )
( )






( )
1
2
  
+
( )
( )
( )
( )
−
( )
( )
( ) ( )
=
∑∑
 
1 + +  1 -
 
    
s
s i g n i s i g n
O d W
s s
O X Ps
s O
s s s
s
ω ω ω ρ β α β β
2 2
1
h
,
( 1 8 )
T h e  c o r r e l a t e d  m a n y - b o d y  g r o u n d  s t a t e  c a n  t h e n  b e  o b t a i n e d  i n  t h e  l i m i t  o f  l a r g e  β  w h e r e
E x p H−
( )
β  b a h a v e s  l i k e  a  f i l t e r  e l i m i n a t i n g  a l l  t h e  o v e r l a p s  w i t h  e x c i t e d  e i g e n s t a t e s .  T h e
-  9  -
s t o c h a s t i c  o n e - b o d y  i n t e r p r e t a t i o n  ( 1 7 ) - ( 1 8 )  i s  i n  f a c t  p a r t i c u l a r l y  i n t e r e s t i n g  s i n c e  i t  n e v e r
s u f f e r s  f r o m  t h e  s i g n  p r o b l e m  w h i c h  o c c u r s  i n  t h e  M o n t e - C a r l o  c a l c u l a t i o n s  o f  e x p e c t a t i o n s
v a l u e s  i n  t h e  c a n o n i c a l  e n s e m b l e .
I I I -  S t a t i s t i c a l  f l u c t u a t i o n s  a n d  s t a b i l i t y  o f  t h e  s t o c h a s t i c  a p p r o a c h
W e  n o w  e x a m i n e  t h e  g r o w t h  o f  s t a t i s t i c a l  e r r o r s  i n  t h e  s t o c h a s t i c  s h e m e  ( 1 2 ) - ( 1 3 )  o r
( 1 7 ) - ( 1 8 ) .  T h i s  c a n  b e  a c h i e v e d  b y  c a l c u l a t i n g  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  n o r m  o f  t h e  d e v i a t i o n
b e t w e e n  t h e  e x a c t  e v o l u t i o n  a n d  a  s t o c h a s t i c  r e a l i z a t i o n .  F o r  t i m e - d e p e n d e n t  p r o b l e m s ,  w e  a r e
t h u s  i n t e r e s t i n g  i n  t h e  i n d i c a t o r  : χ φ φt E t t
( )
=
( ) ( )
( )
    w i t h  φ α
α
t U t a
t
( )
=
( )
−
( )
+
∏
 Ψ
w h e r e  t h e  s i n g l e - p a r t i c l e  w a v e - f u n c t i o n s  α t
( )
 e v o l v e  a c c o r d i n g  t o  t h e  I t ô  e q u a t i o n  ( 1 3 ) .
U s i n g  E q .  ( 1 2 )  a n d  t h e  u n i t a r i t y  o f  t h e  e v o l u t i o n  o p e r a t o r ,  o n e  t h e n  i m m e d i a t l y  c h e c k s  t h a t  :
χ t E t t
( )
=
( ) ( )
( )
−   Ψ Ψ 1  w i t h  Ψ t a
t
( )
=
( )
+
∏ α
α
 ( 1 9 )
F u r t h e r m o r e  Ψ Ψt t
( ) ( )
 c o r r e s p o n d s  t o  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  o v e r l a p  m a t r i x
g t t tα α α α
1 2
1 2
( )
=
( ) ( )
 a s s o c i a t e d  t o  t h e  F e r m i  s e a  o f  Ψ t
( )
 a n d  w h i c h  e v o l v e s  a c c o r d i n g  t o  : .
d g t d t t t d t d t d t
d t
t O t O t
s
O X Ps
s s
s s s
α α α α α α α α
ω α ρ α
1 2
1 2 1 2 1 2
1 2
2
1
( )
=
( ) ( )
+
( ) ( )
+
( ) ( )
=
( )
−
( )
( )
( )
=
∑∑
      
,
( 2 0 )
w h e r e  t h e  s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  ( 1 3 )  a n d  I t ô ’ s  d i f f e r e n t i a t i o n  r u l e s  [ 2 0 ]  h a v e
b e e n  u s e d .  I n  c o n s e q u e n c e  t h e  v a r i a t i o n  o f  χ  d u r i n g  a n  i n f i n i t e s i m a l  t i m e  d t  i s  g i v e n  b y  :
d t E t t T r d g t g tχ
( )
=
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
−
    Ψ Ψ
1
( 2 1 )
l e a d i n g  f i n a l l y  t o  :
d t
d t
E t t O
s
O X Ps
t
s
s s s
χ ω σ
( )
=
( ) ( )
( )






=
( )
∑∑
2
2
     Ψ Ψ
Ψ
,
( 2 2 )
-  1 0  -
w h e r e  σ
Ψ t
s
O
( )
( )
 r e f e r  t o  t h e  q u a n t a l  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  o n e - b o d y  o p e r a t o r s  O
s
 i n  t h e
u n c o r r e l a t e d  s t o c h a s t i c  w a v e  f u n c t i o n  Ψ t
( )
.  S u c h  a  r e s u l t  t h e n  i m p l i e s  t h a t  t h e  p r o p o s e d
a p p r o a c h  w i l l  n e v e r  e x p l o d e  i n  a  f i n i t e  d i m e n s i o n a l  o n e - b o d y  s p a c e  :  i n  t h i s  c a s e ,  a  t r i v i a l
u p p e r  b o u n d  f o r  t h e  v a r i a n c e  σ
Ψ t
s
O
( )
( )
2
 i s  i n  f a c t  g i v e n  b y  t h e  s q u a r e  o f  t h e  l a r g e s t  e i g e n v a l u e
λ
O
s
 o f  t h e  o b s e r v a b l e  O
s
 a n d  t h u s  
d t
d t
t
s
O X Ps
O
s s s
s
χ χ ω λ
( )
≤
( )
=
∑∑
2
2
,
 
,  w h i c h  a f t e r  t i m e
i n t e g r a t i o n  g i v e s  :
χ ω λt E x p t
s
O X Ps
O
s s s
s
( )
≤






=
∑∑
2
2
,
 
( 2 3 )
I V -  S i m u l a t i o n  e x a m p l e s
A s  a  f i r s t  a  s t e p  t o w a r d s  t h e  u s e  o f  t h e  p r e v i o u s  s t o c h a s t i c  f o r m u l a t i o n  i n  p r a c t i c a l
p r o b l e m s ,  w e  i n v e s t i g a t e  s o m e  n u m e r i c a l  i m p l e m e n t a t i o n s  i n  e x a c t l y  s o l u b l e  m o d e l s .  M o r e
p r e c i s e l y ,  w e  c o n s i d e r  a  s y s t e m  o f  Ω  f e r m i o n s  d i s t r i b u t e d  a m o n g  a  n u m b e r  
n
 o f  e n e r g y
o r b i t a l s ,  e a c h  o f  w h i c h  i s  Ω - d e g e n e r a t e .  S i n g l e  p a r t i c l e  s t a t e s  a r e  t h u s  l a b e l l e d  b y  t w o
n u m b e r s  
  
i n= −0 1, ,L
 f o r  t h e  l e v e l  a n d  
  
ω = 1 , ,L Ω  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  d e g e n e r a c y  w i t h i n
e a c h  o r b i t a l .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  H a m i l t o n i a n  o f  t h e  s y s t e m  i s  e x p a n d e d  o n t o  t h e  b i l i n e a r
o p e r a t o r s  G a a
i j i j
=
+
=
∑ ω
ω
ω
1
Ω
 w h i c h  g e n e r a t e s  a  U n
( )
 L i e  a l g e b r a  :  u s u a l l y ,  i t  i n c l u d e s  t h e  o n e -
b o d y  c o n t r i b u t i o n  ε
i i i
i
n
G 
=
−
∑
0
1
 o f  t h e  i n d i v i d u a l  l e v e l s  w i t h  e n e r g i e s  ε
i
 a n d  a  t w o - b o d y
i n t e r a c t i o n  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  p r o d u c t s  o f  t h e  g e n e r a t o r s  G
i j
.  T h i s  n o n  t r i v i a l  m o d e l  i s
a n a l y t i c a l l y  s o l u b l e  b y  g r o u p  t h e o r e t i c a l  t e c h n i q u e s  i n  s o m e  c a s e s  a n d  m i m i c s  i n  p a r t i c u l a r
t h e  s h e l l - m o d e l  p i c t u r e  o f  t h e  a t o m i c  n u c l e u s .  F o r  n = 2  l e v e l s ,  i t  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  s t a n d a r d
L i p k i n - M e s h k o v - G l i c k  m o d e l  [ 2 2 ]  w h i c h  i s  u s u a l l y  u s e d  t o  c h e c k  t h e  v a l i d i t y  o f  a p p r o x i m a t e
-  1 1  -
m a n y - b o d y  t e c h n i q u e s .  T h e  t h r e e - o r b i t a l  c a s e  h a s  a l s o  b e e n  s t u d i e d  i n  p a r t i c u l a r  i n  t h e  s e m i -
c l a s s i c a l  l i m i t  w h e r e  t h e  d y n a m i c s  c a n  e x h i b i t  a  c h a o t i c  b e h a v i o r  [ 2 3 ] .
W e  f i r s t  f o c u s  o n  t h e  t w o - l e v e l  m o d e l  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  H a m i l t o n i a n  :
H J V J
z x
= +ε  2  ( 2 4 )
w h e r e  t h e  q u a s i - s p i n  o p e r a t o r s  J G G
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2  h a v e  b e e n  i n t r o d u c e d .  T h e  s y s t e m  i s  i n i t i a l i z e d  i n  a n  e x c i t e d  H a r t r e e - F o c k
s t a t e  t h a t  w e  c h o o s e  a s    
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a a
, ,ω ω
ω
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
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.  T h i s  v e c t o r  d i a g o n a l i z e s  J
x
 w i t h  t h e
l o w e s t  e i g e n v a l u e  
m = − Ω 2
 i n  t h e  s y m m e t r i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  S U 2
( )
 c h a r a c t e r i z e d  b y  a n
a n g u l a r  m o m e n t u m  q u a n t u m  n u m b e r  
j = Ω 2
.  W e  t h e n  s o l v e  t h e  s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k
e q u a t i o n s  ( 1 3 )  b y  a  w e a k  s c h e m e  [ 1 9 ]  a n d  u s e  E q .  ( 1 6 )  t o  c o m p u t e  e x p e c t a t i o n  v a l u e s  o f
s o m e  o b s e r v a b l e s .  T h e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  1  f o r  Ω = 2 0  p a r t i c l e s  a n d  a  s t r e n g t h
i n t e r a c t i o n  η ε= =Ω V 2 .  A f t e r  a n  a v e r a g e  o v e r  5 1 0 6.  s t o c h a s t i c  r e a l i z a t i o n s ,  t h e  e x p e c t a t i o n
o f  t h e  q u a s i - s p i n  a s  w e l l  a s  t h o s e  o f  t h e  t w o  a n d  t h r e e - b o d y  o p e r a t o r s  J
z
2
,  J
z
3
 a r e  a t  a l l  t i m e  i n
p e r f e c t  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  S c h r ö d i n g e r  e q u a t i o n .  F u r t h e r m o r e ,  e v e n  i f
w e  h a v e  o b s e r v e d  t h a t  t h e  a s s o c i a t e d  e r r o r  b a r s  i n c r e a s e  q u a s i - e x p o n e n t i a l l y  w i t h  t i m e ,  t h e y
a r e  l e s s  t h a n  5  %  a t  t h e  f i n a l  t i m e  t h u s  s h o w i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  s t o c h a s t i c  m e a n - f i e l d
a p p r o a c h  i n  t h e  m o d e l .
W e  h a v e  a l s o  c o n s i d e r e d  t h e  t h r e e - l e v e l  e x t e n s i o n  b y  e x a m i n i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  a
c o h e r e n t  s t a t e  :
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w h e r e  Ψ
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,ω
ω
 c o r r e s p o n d s  t o  t h e  S l a t e r  d e t e r m i n a n t  w i t h  a l l  p a r t i c l e s  i n  t h e  g r o u n d
-  1 2  -
o r b i t a l .  T h e  H a m i l t o n i a n  i n c l u d e s  a  t w o - b o d y  i n t e r a c t i o n  h a v i n g  e q u a l  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r
r a i s i n g  o r  l o w e r i n g  a  p a i r  o f  p a r t i c l e s  :
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I n  a d d i t i o n  w e  c h o o s e  e q u i d i s t a n t  l e v e l s  (ε ε ε ε ε
0 1 2
0 2= = =, ,  )  a n d  s e t  η ε= =Ω V 2 .  F o r
Ω = 1 0  f e r m i o n s  e q u a l l y  s h a r e d  a m o n g  t h e  t h r e e  l e v e l s  (
z z
1 2
1= =
)  a t  t h e  i n i t i a l  t i m e ,  t h e
e v o l u t i o n s  o f  t h e  m e a n  n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  i n  e a c h  o r b i t a l  a r e  s h o w n  i n  F i g .  2 .  O n c e  a g a i n ,
t h e  s t o c h a s t i c  m e a n - f i e l d  s c h e m e  i s  i n  p o s i t i o n  t o  r e p r o d u c e  t h e  e x a c t  d y n a m i c s  b u t  w i t h  m o r e
s t a t i s t i c a l  f l u c t u a t i o n s  t h a n  i n  t h e  p r e v i o u s  a n a l y s i s .  T h i s  i s  i n  f a c t  e a s i l y  u n d e r s t o o d  b e c a u s e
o f  t h e  l a r g e r  n u m b e r  o f  B r o w n i a n  p r o c e s s e s  i n  t h e  s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  ( 1 3 ) .
F o r  s p e c t r o s c o p i c  a s p e c t s ,  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  p r o p a g a t i o n  i n  i m a g i n a r y  t i m e
( 1 8 )  h a s  b e e n  r e a l i z e d  i n  t h e  t w o  m o d e l s  ( 2 4 )  a n d  ( 2 6 ) ,  a s  s h o w n  i n  F i g . 3 .  I n  b o t h  c a s e s ,  b y  a n
a v e r a g e  o v e r  m a n y  s i m u l a t i o n s  t o  r e d u c e  s t a t i s t i c a l  f l u c t u a t i o n s ,  t h e  s t o c h a s t i c  o n e - b o d y
s c h e m e  r a p i d l y  c o n v e r g e s  t o  t h e  e x a c t  b i n d i n g  e n e r g y .
F i n a l l y ,  t o  s t u d y  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  i n i t i a l  c o r r e l a t e d  s t a t e ,  w e  h a v e  i n v e s t i g a t e d  a
c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  s t o c h a s t i c  e v o l u t i o n s  i n  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  t i m e .  I n  t h e  t w o - l e v e l  L i p k i n
m o d e l  w i t h  t h e  H a m i l t o n i a n  ( 2 4 ) ,  t h e  s y s t e m  i s  s u p p o s e d  t o  b e  i n  i t s  g r o u n d  s t a t e  a t  t i m e  t = 0
a n d  w e  s u d d e n l y  c h a n g e  t h e  s i g n  o f  t h e  t w o - b o d y  i n t e r a c t i o n .  F r o m  a  p r a c t i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,
s t a r t i n g  f r o m  t h e  u n c o r r e l a t e d  w a v e  f u n c t i o n    a
1
1
,ω
ω
+
=
∏
Ω
,  t h e  s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  B o l t z m a n n  o p e r a t o r  ( 1 7 ) - ( 1 8 )  i s  f i r s t  a p p l i e d  u p  t o  a  s u f f i c i e n t l y  l a r g e
v a l u e  o f  β  t o  o b t a i n  t h e  c o r r e l a t e d  g r o u n d  s t a t e .  E a c h  s t o c h a s t i c  S l a t e r  d e t e r m i n a n t  t h u s
o b t a i n e d  i s  t h e n  p r o p a g a t e d  i n  r e a l  t i m e  w i t h  t h e  n e w  H a m i l t o n i a n  a c c o r d i n g  t o  E q .  ( 1 3 ) .  A n
a v e r a g e  o v e r  a  s e t  o f  s u c h  o n e - b o d y  r e a l i z a t i o n s  a l l o w s  a f t e r  a l l  t o  r e c o n s t r u c t  t h e  e x a c t  m a n y -
-  1 3  -
b o d y  s o l u t i o n .  T h i s  i s  c o n f i r m e d  b y  t h e  r e s u l t s  s h o w n  i n  F i g .  4  e v e n  i f  t h e  c o n t r o l  o f  s t a t i s t i c a l
e r r o r s  i s  m o r e  d i f f i c u l t  t h a n  i n  t h e  p r e v i o u s  s i m u l a t i o n s .
V -  C o n c l u s i o n
W e  h a v e  p r e s e n t e d  a  n e w  t h e o r e t i c a l  f r a m e w o r k  t o  s o l v e  e x a c t l y  t h e  N - b o d y
S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  f o r  a  f e r m i o n i c  s y s t e m  w i t h  b i n a r y  i n t e r a c t i o n s .  I n  p a r t i c u l a r ,  w e  h a v e
s h o w n  t h a t  t h e  f u l l  d y n a m i c s  o f  a n  u n c o r r e l a t e d  s t a t e  c a n  b e  f o r m u l t a t e d  i n  t e r m s  o f  t h e
c o h e r e n t  a v e r a g e  o f  S l a t e r  d e t e r m i n a n t s  t h a t  h a v e  e v o l v e d  w i t h  a  s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k
e q u a t i o n .  T h e  n o i s e  h a s  b e e n  d e r i v e d  f r o m  a  p a t h - i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  e v o l u t i o n
o p e r a t o r  a n d  c o m e s  f r o m  t h e  l i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  2 p - 2 h  r e s i d u a l  i n t e r a c t i o n  b y  a  m o d i f i e d
H u b b a r d - S t r a t o n o v i t c h  t r a n s f o r m a t i o n .  I n  a d d i t i o n ,  a  s i m i l a r  s c h e m e  h a s  b e e n  p r o p o s e d  f o r
t h e  i m a g i n a r y  t i m e  p r o p a g a t i o n  t h u s  l e a d i n g  t o  a  s t o c h a s t i c  o n e - b o d y  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e
g r o u n d  s t a t e .  F i n a l l y ,  t h e  c o u p l i n g  w i t h  t h e  f l u c t u a t i n g  m e a n - f i e l d  a p p r o a c h  i n  r e a l  t i m e
a l l o w s  t o  r e a c h  t h e  e x a c t  d y n a m i c s  o f  a  c o r r e l a t e d  w a v e  f u n c t i o n .  S t a t i s t i c a l  e r r o r s  h a v e  a l s o
b e e n  i n v e s t i g a t e d  t o  s h o w  t h a t  t h e  p r o p o s e d  s t o c h a s t i c  e q u a t i o n s  n e v e r  a d m i t  a  d i v e r g e n t
r e a l i z a t i o n  i n  a  f i n i t e  d i m e n s i o n a l  o n e - b o d y  s p a c e .  T h e  n u m e r i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  i n  e x a c t l y
s o l u b l e  m o d e l s  h a s  c o n f i r m e d  t h e  f o r m a l  r e s u l t s   :  i n  a l l  t h e  c a s e s  t h a t  w e  h a v e  s t u d i e d ,  t h e
s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k  m e t h o d  w h e n  a v e r a g e d  o v e r  m a n y  s i m u l a t i o n s  g i v e  t h e  c o r r e c t  r e s u l t
w i t h  a  r e a s o n a b l e  g r o w t h  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  s p r e a d .  W e  h o p e  t o  a d d r e s s  a  f i r s t  a p p l i c a t i o n  t o  a
r e a l i s t i c  p r o b l e m  i n  t h e  n e a r  f u t u r e .
 A c k n o w l e d g e m e n t s
O .  J .   a c k n o w l e d g e s  f i n a n c i a l  s u p p o r t  f r o m  “ S o c i é t é  d e  s e c o u r s  d e s  a m i s  d e s  s c i e n c e s “ .
-  1 4  -
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-  1 5  -
F i g u r e  c a p t i o n s
F i g .  1  :   T i m e  e v o l u t i o n  o f  t h e  e x p e c t a t i o n  o f  s o m e  o b s e r v a b l e s  i n  t h e  t w o - l e v e l  L i p k i n  m o d e l
w i t h  t h e  H a m i l t o n i a n  ( 2 4 )  f o r  Ω = 2 0  f e r m i o n s  a n d  η ε= =Ω V 2 .  T h e  i n i t i a l  s t a t e  i s  t h e
S l a t e r  d e t e r m i n a n t  t h a t  d i a g o n a l i z e s  J
x
 w i t h  t h e  e i g e n v a l u e  
m = − Ω 2
 i n  t h e  s p a c e  o f  a n g u l a r
m o m e n t u m  
j = Ω 2
.  T h e  a v e r a g e  o v e r  5 1 0
6
.  s t o c h a s t i c  o n e - b o d y  s i m u l a t i o n s  i s  c o m p a r e d  t o
t h e  e x a c t  d y n a m i c s  a n d  t h e  s t a n d a r d  m e a n - f i e l d  a p p r o a c h .  E r r o r  b a r s  i n  t h e  s t o c h a s t i c  s c h e m e
a r e  n o t  d r a w n  b e c a u s e  t h e y  w o u l d  b e  r o u g h l y  o f  t h e  s i z e  o f  t h e  p o i n t s .
F i g .  2  :  S t o c h a s t i c  m e a n  f i e l d  d y n a m i c s  o f  t h e  t h r e e - l e v e l  L i p k i n  m o d e l  i n  c o m p a r a i s o n  t o  t h e
e x a c t  a n d  t h e  H a r t r e e - F o c k  e v o l u t i o n .  T h e  H a m i l t o n i a n  t a k e s  t h e  s i m p l e  f o r m  ( 2 6 )  a n d  t h e
p a r a m e t e r s  a r e  g i v e n  b y  ε ε ε ε ε
0 1 2
0 2= = =, ,   a n d  η ε= =Ω V 2 .  W e  h a v e  c o n s i d e r e d
5 1 0
7
.  s i m u l a t i o n s  f o r  Ω = 1 0  p a r t i c l e s  i n  t h e  i n i t i a l  c o h e r e n t  s t a t e  ( 2 5 )  w i t h  
z z
1 2
1= =
.
F i g .  3  :  M e a n  e n e r g y  a s  f u n c t i o n  o f  t h e  i n v e r s e  t e m p e r a t u r e  β  i n  t h e  s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k
s i m u l a t i o n  ( 1 7 ) - ( 1 8 ) .  I n  t h e  t w o - l e v e l  m o d e l ,  w e  c o n s i d e r  t h e  a v e r a g e  o v e r  1 0
7
 r e a l i z a t i o n s
f o r  a  s y s t e m  o f  Ω = 2 0  f e r m i o n s  w i t h  t h e  H a m i l t o n i a n  ( 2 4 )  a n d  t h e  p a r a m e t e r s
ε = = −1 0 5, .V .  T h e  i n i t i a l  s t a t e  i s  t h e  S l a t e r  d e t e r m i n a n t  t h a t  d i a g o n a l i z e s  J
x
 w i t h  t h e
e i g e n v a l u e  
m = − Ω 2
 i n  t h e  s p a c e  o f  a n g u l a r  m o m e n t u m  
j = Ω 2
.  F o r  t h e  t h r e e - o r b i t a l  c a s e ,
t h e  H a m i l t o n i a n  i s  g i v e n  b y  E q .  ( 2 6 )  w i t h  ε ε ε
0 1 2
0 1 2= = =, ,  ,  V = 0 2. .  T h e  r e s u l t s
c o r r e s p o n d s  t o  a n  a v e r a g e  o v e r  1 0
6
 s t o c h a s t i c  s i m u l t a t i o n s  f o r  Ω = 1 0 f e r m i o n s  i n i t i a l l y  i n  t h e
g r o u n d  o r b i t a l .
F i g .  4  :  D y n a m i c s  o f  a n  i n i t i a l  c o r r e l a t e d  w a v e  f u n c t i o n  i n  t h e  t w o - l e v e l  L i p k i n  m o d e l  f o r
Ω = 2 0  f e r m i o n s  w i t h  t h e  H a m i l t o n i a n  ( 2 4 ) .  F o r  t < 0 ,  w e  s u p p o s e  ε = = −1 0 1, .V  a n d
-  1 6  -
r e c o n s t r u c t  t h e  g r o u n d  s t a t e  u s i n g  t h e  s t o c h a s t i c  H a r t r e e - F o c k  e q u a t i o n s  ( 1 8 )  u n t i l  β = 5  a n d
w i t h  t h e  w a v e  f u n c t i o n    a
1
1
,ω
ω
+
=
∏
Ω
 a s  a  s t a r t i n g  p o i n t .  A t  t i m e  t =
+
0 ,  t h e  i n t e r a c t i o n  b e c o m e s
s u d d e n l y  V = 0 1.  a n d  w e  t h e n  a p p l y  t h e  o n e - b o d y  e v o l u t i o n  s c h e m e  ( 1 3 )  o n  e a c h  s t o c h a s t i c
S l a t e r  d e t e r m i n a n t  o b t a i n e d  w i t h  t h e  p r o p a g a t i o n  i n  i m a g i n a r y  t i m e .  A n  a v e r a g e  o v e r  1 0
8
 o f
s u c h  s i m u l a t i o n s  i s  c o m p a r e d  t o  t h e  e x a c t  d y n a m i c s .
-  1 7  -
F i g u r e  1
M e a n  v a l u e  o f  J
x
M e a n  v a l u e  o f  J
y
M e a n  v a l u e  o f  
J
z
M e a n  v a l u e  o f  J
z
2
M e a n  v a l u e  o f  J
z
3
-  1 8  -
F i g u r e  2
M e a n  p a r t i c l e  n u m b e r  i n  t h e  g r o u n d  l e v e l
M e a n  p a r t i c l e  n u m b e r  i n  t h e  f i r s t
e x c i t e d  o r b i t a l
M e a n  p a r t i c l e  n u m b e r  i n  t h e  h i g h e s t  l e v e l
-  1 9  -
F i g u r e  3
T w o - l e v e l  L i p k i n  m o d e l
M e a n  e n e r g y E r r o r  b a r
T h r e e - l e v e l  L i p k i n  m o d e l
M e a n  e n e r g y E r r o r  b a r
-  2 0  -
F i g u r e  4
M e a n  v a l u e  o f  
J
z
M e a n  v a l u e  o f  J
z
2
M e a n  v a l u e  o f  J
z
3
